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Anahtar kelimeler: Regle yüzey, İntegral invaryantlar, Dual alan vektörü, Holditch 
teoremi 
 
Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde bugüne kadar Holditch teoremi 
ile ilgili yapılan çalışmalar anlatılmıştır. 
 
İkinci bölümde bu çalışmanın sonraki bölümlerinde temel teşkil edecek olan bazı 
tanımlar ve bazı teoremler verilmiştir.  
 
Üçüncü bölümde , 3-boyutlu Öklid uzayında küre üzerindeki 1-parametreli 




Dördüncü bölümde , 3-boyutlu dual uzayda dual küre üzerindeki 1-parametreli 




Beşinci bölümde düzlemsel hareketler için iyi bilinen Holditch Teoremi 1-
parametreli kapalı dual küresel hareketlere genelleştirilmiştir. 
 






ONE-PARAMETER CLOSED DUAL SPHERICAL MOTIONS 






Key Words: Ruled surface, integral invariants, dual area vector, Holditch’s Theorem 
 
This thesis consists of six chapters. First chapter contains the studies about Holditch 
Theorem. 
 
In the second chapter, some definitions and some theorems that will be fundamental 
in the sequel chapters are given. 
 
In the third chapter, one parameter motion of the sphere, in the 3-dimensional Euclid 
space  is stated. Besides, ruled surfaces and the reel integral invariants of ruled 
surfaces are described. 
3E
 
In the fourth chapter, one parameter motion of the dual sphere, in the 3-dimensional 
dual space  is stated. Besides, dual ruled surfaces and the dual integral invariants 
of ruled surfaces are described. 
3D
 
In the fifth chapter, Holditch’s theorem well known for planar kinematics is 
generalized to one-parameter closed dual spherical motions. 
 





BÖLÜM 1. GİRİŞ 
 
 
Holditch Teoremi uzun yıllar kinematik ve hareket geometrisinin ilgi çeken bir 
konusu olmuş ve Holditch Teoremi hakkında birçok yayın yapılmıştır. 
 
Holditch Teoremi ilk olarak 1858 de Hamnet Holditch tarafından “Geometrical 
Theorem” adlı makalede ele alındı. Hamnet Holditch, uç noktaları konveks bir eğri 
üzerinde hareket eden sabit uzunluklu bir kiriş üzerindeki bir noktanın oluşturmuş 
olduğu eğrinin bir özelliğini inceledi[1]. 
  
W. Blaschke 1-parametreli küresel hareketlerde önemli yeri olan Steiner noktası ve 
Steiner vektörü kavramlarını tanımladı ve Gauss-Bonnet Teoreminden de 
yararlanarak 1-parametreli kapalı küresel hareketlerde bir alan formülü verdi[2]. 
 
H. H. Hacısalihoğlu 1-parametreli kapalı küresel hareketler için Steiner formülü ve 
Holditch Teoreminin çizgiler uzayındaki karşılıklarını verdi[3]. 
 
H. R. Müller 1-parametreli kapalı uzay hareketlerinde hareketli uzaydaki bir X  
noktasının sabit uzayda çizmiş olduğu ( )α  yörünge eğrisinin bir düzlem üzerine dik 
izdüşümünü esas almıştır. İzdüşüm ve harekete bağlı olarak izdüşüm eğrileri yardımı 
ile Holditch Teoremini kapalı uzay eğrilerine genelleştirmiştir[4]. 
 
A. Broman, Holditch Teoremini kapalı doğrultulabilir eğrilere genelleştirdi[5].  
 
H. Pottman, Holditch Teoremindeki oval yerine konveks sınırsız bir eğri alarak 
Holditch Hilallerinin alanını ve hacmini hesapladı[6]. H. Pottman, sabit uzunluklu bir 
doğrunun uç noktalarının kapalı eğriler boyunca hareketiyle ilgili Holditch 
Teoreminin genelleştirmesini açık hareketlere genişletti[7]. H. H. Hacısalihoğlu 1-
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boyutlu kapalı küresel hareketleri inceleyerek sabit uzunluklu hareketli bir yayın iki 
ucunun aynı küresel eğriyi ya da eşit alanları kaplayan iki kapalı eğriyi tanımlaması 
için bir gerek ve yeter koşul buldu[8]. O. Gürsoy 1-parametreli kapalı küresel 
hareketler için bir integral invaryantı verdi ve bunu hareketin, dual açılım açısı olarak 
adlandırdı[9]. 
 
1997 de R. Abdel-Baky ve H. H. Hacısalihoğlu Holditch teoreminin tahlilini yapan 
çalışmasında ve O. Gürsoy’un 1990 daki çalışmasında esas olan eğrilerin 
sınırladıkları bölgelerin alanları ve dual açılım açısı arasındaki ilişkilere devam 
etti[9,10]. 
 
E. Kılıç ve S. Keleş kapalı doğrultulabilir eğrilerin kutupsal eylemsizlik 
momentumları için Holditch formülüne benzeyen bulgular elde ettiler, sınırlı 
bölgeler ve eğrilerin kutupsal eylemsizlik momentumları arasındaki oranı 
gösterdiler[11]. 
 
H. H. Hacısalihoğlu  ve A. Amirov n-boyutlu Riemann manifoldları için olan teoremi 
genelleştirerek, geometrideki Holditch Teoremi ile mekanikteki Liouville Teoremi 
arasında bağlantı kurdular[12]. 
 
B. Karadağ ve S. Keleş, kapalı uzay eğrilerinin paralel projeksiyon alanlarını 
hesaplayıp Holditch Teoremini kapalı uzay eğrilerine genelleştirdiler[13]. 
 
A. Tutar ve N. Kuruoğlu, 1-parametreli kapalı düzlemsel homotetik hareketler 
boyunca Steiner alan formülü ve Holditch Teoremini incelemiş, homotetik oranın 
 özel durumu için sonuçlar elde etmişlerdir[14]. N. Kuruoğlu ve S. Yüce, 
düzlemsel kinematikler üzerinde homotetik hareketler için Holditch Teoremini 
genelleştirdiler. Holditch Teoreminin bazı genelleştirmelerini Lorentzian hareketler 
altında incelediler[15]. S. Yüce ve N. Kuruoğlu, uç noktaları, iki farklı kapalı eğri 
boyunca hareket eden iki farklı doğru parçası kullanarak Holditch Teoreminin bir 
genelleştirmesini elde ettiler[16]. M. Düldül ve N. Kuruoğlu 3-boyutlu Öklid 
uzayında 1-parametreli kapalı hareketler altında kapalı uzay eğrileri için projeksiyon 
eğrilerinin eylemsizliğinin kutupsal momentini açıkladılar[17].  
1h =
 3
R. Abdel-Baky bir parametreli kapalı dual küresel hareketler ve Holditch Teoremini 
inceledi[18]. 
 
S. Yüce ve N. Kuruoğlu, 1-parametreli açık düzlemsel homotetik hareketler için 




BÖLÜM 2. TEMEL KAVRAMLAR 
 
 
Bu bölümde, sırasıyla, Öklid uzayı ve Dual Öklid uzayındaki temel kavramlar ve 
teoremlere yer verilecektir. 
 
2.1. Öklid Uzayında Temel Kavramlar 
 




: A A VΨ × →  
 
dönüşümü  noktaları için ,P Q A∈
 
( ) ( ),P Q PQ V→ ∈  
 
şeklinde tanımlanmış ve aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise,  kümesine V  ile 
birleştirilmiş bir afin uzay adı verilir. 
A
 
i. Her  için , ,P Q R A∈ PR PQ QR= +  dir, 
ii. Her P A∈  ve her Vα ∈  için PQ α=  olacak biçimde bir tek Q A∈  
noktası vardır. 
 
Tanım 2.2. Bir reel afin uzay  ve  ile birleşen vektör uzayı da V  olsun. V  de A A
 





, , i i
i
X Y X Y x
=
→ = y∑  
 
şeklinde bir Öklid iç çarpımı tanımlanırsa,  afin uzayına 3-boyutlu Öklid uzayı 




Tanım 2.3. 3 3: , ,X X X X+× → = =  ile tanımlanan dönüşüme X  
vektörünün normu denir. 
 
Tanım 2.4. V  bir reel vektör uzayı olsun. 
 
, : V V× →  
 
,a b∀ ∈  ve  için , ,u v w V∀ ∈
 
i. , ,u v v u=  
ii. , , ,bau bv w a u w v w+ = +  
iii. , , ,b u  u av bw a u v w+ = +
 
özelliklerine sahip olan ,  dönüşümüne  vektör uzayı üzerinde bir simetrik bi-
lineer form denir. 
V
 
Tanım 2.5. , 3-boyutlu Öklid uzayında farklı üç nokta 3E , ,X Y Z  olsun. XY  ile XZ  










Tanım 2.6. 3-boyutlu reel iç çarpım uzayı  ile birleşen Öklid uzayında, sıralı 
bir {
3 3E
}0 1 2 3, , ,P P P P  nokta dörtlüsü için eğer { }0 1P P 0 2 0 3, ,P P P P  vektör sistemi V  nin bir 
ortonormal bazı ise, { }0 1 2 3, , ,P P P P  çatısına bir dik çatı (veya Öklid çatısı) denir. 
 







E X x E E
=




3: , 1i 3x i→ ≤E ≤  
 
fonksiyonlarına X  noktasının Öklid koordinat fonksiyonları ve { }1 2 3, ,x x x  sıralı ve 
reel değerli fonksiyonlar üçlüsüne de  ün Öklid koordinat sistemi denir. 3E
 
Tanım 2.8. I ⊂  bir açık aralık olmak üzere, diferensiyellenebilir bir 
 
3: Iα →E  
 
dönüşümü  de bir eğri olarak adlandırılır. Burada 3E I  açık aralığı  ve t I  
olmak üzere {
,a b∈ ∈
}:t I a t b∈ < <  olarak alınabilir ve t  değerine eğrinin parametresi 
denir. 
 
Tanım 2.9.  3-boyutlu Öklid uzayının izometrilerinden biri 3 ,E f  olsun.  deki bir 3E
{ }1 2 3, ,x x x  Öklid koordinat sistemine göre f ’nin matrissel ifadesi  ve 







A C XX⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
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şeklinde olup bu durumda f  ye  de bir hareket adı verilir. 3E
 
 Burada ;  tipindeki ortogonal matrislerin cümlesi ve 
tipindeki matrislerin cümlesini göstermektedir. 
( )3O 3 3×
3
1 ; 3 1×
 
  olduğundan ( )3A O∈
 
det 1A = ±  
 
dir. Eğer  ise det 1A = + f  hareketine direkt hareket, det 1A = −  ise karşıt hareket 
adı verilir. 
 
2.2. Dual Öklid Uzayında Temel Kavramlar 
 
Tanım 2.10. Her  için , *a a ∈ ( ), *A a a=  ikilisine bir sıralı reel sayı ikilisi adı 
verilir. Böylece 
 
( ){ }, * : , *a a a a= × = ∈D  
 
cümlesi üzerinde iki iç işlem (toplama ve çarpma) ve eşitlik aşağıdaki şekilde 
tanımlanır. 
 
( ), *A a a=  ve ( ), *B b b= ∈D  olmak üzere 
 
:⊕ × →D D D  
( ) ( ) ( ), * , * , * *A B a a b b a b a b⊕ = ⊕ = + +  
 
şeklindeki işlem  de toplama olarak isimlendirilir. D
 
: × →D D D  
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( ) ( ) ( ), * , * , * *A B a a b b ab ab a b= = +  
 
şeklindeki işlem  de çarpma olarak isimlendirilir. Ayrıca, D
 
( ), *A a a=  ve ( ), *B b b= ∈D  için 
 
a b=     ve      * *a b=  
 
ise A  ile B  eşittir denir ve A B=  şeklinde gösterilir. 
 
Tanım 2.11.  reel sayılar cümlesi olmak üzere 
 
= ×D  
 
cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik işlemleri yukarıdaki gibi tanımlanmış 
ise,  cümlesine dual sayılar sistemi ve her D ( ), *a a ∈D  elemanına da bir dual sayı 
denir. 
 




Teorem 2.13. (  üçlüsü bir cisim değildir[20]. ⊕D, ,
 
Teorem 2.14.  dual sayılar halkası,  reel sayılar cümlesine izomorf bir alt 
cümleyi alt cisim olarak kapsar[20]. 
D
 
Tanım 2.15. Bir ( ), *A a a= ∈D  dual sayısında "  reel sayısına "a A  nın reel kısmı, 




Tanım 2.16. ( )1,0 1=  dual sayısına  deki çarpma işleminin birim elemanı veya D  
deki reel birim denir. 
D
 
Tanım 2.17.  dual sayısı kısaca (0,1) ε  ile gösterilir. Yani ( )0,1 ε=  alınır ve  dual 
birim olarak adlandırılır. 
 
Tanım 2.18. Birimi 1 olan değişmeli bir halka  ve  bir abel grubu olmak üzere H S
 
H S S× →  
( ),a aα α→  
 
dış işlemi, her ,a b H∈  ve her , Sα β ∈  için 
 
i. b( ) ;a aα β α+ = + β  
ii. ( ) ;a b a bα α α+ = +  
iii. ( ) ( );a b a bα α=  
iv. 1α α=  
 
özelliklerini sağlıyor ise  ye  üzerinde bir modül adı verilir. S H
 
Tanım 2.19. D  dual sayılar halkası olmak üzere 
 
( ){ }3 1 2 3 1 2 3, , : , ,A A A A A A× × = = ∈D D D D D  
 
cümlesi üzerinde ( ) ( ) ( ), ,i iA A B B i= = ∈ =D 1,2,3  ve λ∈D  için, sırasıyla, 
toplama, skalarla çarpma ve eşitlik, 
 
Toplama        :   ( ) ( )
3 3 3:
, i iA B A B A B
+ × →




Skalar ile Çarpma :   ( ) ( )
3 3:














Teorem 2.21. (  sistemi D  dual sayılar halkası üzerinde bir modüldür[20]. 3,+D
 
Tanım 2.22. Dual sayılar halkası üzerinde modül olan 3 = × ×D D D D  cümlesi  D -
Modül olarak isimlendirilir ve D -Modül’ün elemanları olan sıralı dual sayı 
üçlülerine, dual vektörler adı verilir. 
 
Teorem 2.23.  olmak üzere D -Modül’de her bir 3, *a a ∈ A  dual vektörü 
 




Teorem 2.24. (* , *A a a a aε= + = )  dual vektörünün λ ∈D  skaları ile çarpımı 
 




Teorem 2.25. ( ), *A a a=  ve ( ), *B b b= ∈D -Modül için 
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Teorem 2.26.  vektör uzayı, -Modül’ün elemanları 3 D ( ), 0a  şeklinde olan bir alt 
cümlesine izomorftur[20]. 
 
Teorem 2.27. *, *A a a B b bε ε= + = + ∈D -Modül dual vektörlerinin iç çarpımı 
 
3 3:f × →D D D  
 
şeklinde bir dönüşümdür ve 
 




f A B A B a a b b
a b a b a b
ε ε
ε
= = + +




















olarak tanımlanan bir dual sayıdır. Burada 
 














Tanım 2.29. -Modül olmak üzere A∈D (1,0A = )  olan dual vektöre birim dual 
vektör denir. 
 
Teorem 2.30. *A a aε= +  birim dual vektör ise, 
 










bir birim dual vektördür[20]. 
 
Tanım 2.32. ( ){ }* *1,0 ; ,X x x X x xε= + = ∈ 3  cümlesine D -Modül’de birim 
dual küre adı verilir. 
 
Teorem 2.33. (E. Study) ( )0,A a≠ ∈D -Modül olmak üzere, D -Modül’de denklemi 
 
( )1,0A =  
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=  reel sayısına *A a aε= +  dual vektörünün adımı veya 
yükselişi denir. Bir dual vektör ( )1A a= + k Uε  şeklinde yazılabileceğinden 
 
i. k =  sonlu bir sayı ise 0a ≠  ve * 0a ≠  dır ve A  dual vektörüne has 
dual vektör veya vida denir. 
ii. U  dır. Bu halde 0k A a= ⇒ = A  dual vektörü U  ekseni ile çakışık 
bir doğru gösterir. 

















ifadesinde  olması için k = ∞
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0 0a a= ⇔ =  
 
olmalıdır. Bu halde A  dual vektörü bir sırf dual vektördür. Yani 
 
( )*0,A a=  
 
şeklindedir. Bu tip dual vektörlere çift (couple) dual vektör denir. Çift dual vektörler 
için  başlangıç noktasının seçilişine bağlı değildir. *a
 
Tanım 2.36. A  ve B  iki birim dual vektör ve bu birim dual vektörlere  de 
karşılık gelen yönlü doğrular, sırasıyla,  ve  olsunlar.  doğrusunun yönü a
3
1d 2d 1d , 
yeri ,  doğrusunun yönü b , yeri de *a 2d






cos sin , 0 ,
A B ϕ εϕ
ϕ εϕ ϕ ϕ π ϕ
= Φ = +
= − ≤ ≤ ∈  
 









b ∗  





Şekil 1.1. Dual Açı 
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Burada *ϕ εϕΦ = +  dual sayısına A  ve B  birim vektörleri arasındaki dual açı 
denir[20]. 
 
,A B A B= cosΦ  formülünden yararlanarak  deki yönlü doğruların birbirine  3
göre durumları incelenebilir. 
 
i. ,A B =  sırf dual cos 0 , 0
2
πϕ ϕ⇔ = ⇒ = ≠  ise A  ve B  birim 
vektörlerinin belirttikleri yönlü doğrular dik durumlu fakat 
aykırıdırlar. 
ii. ,A B =  sırf reel * 0ϕ⇒ =  olsun. Bu halde yönlü iki doğru kesişir ve 
* *, , 0b =a b a+  ifadesi bu iki doğrunun kesişme koşuludur. 
iii. , 0 cos 0
2
A B πϕ ϕ= ⇒ = ⇒ =  ve * 0ϕ =  ise yönlü doğrular 
birbirini dik olarak keser. 
iv. ( ), 1,0 0ϕ =  ise yönlü doğrular paralel ve aynı yönlüdürler. 
Eğer * 0ϕ =  ise bu iki doğru aynı zamanda çakışıktır. 
A B = ⇒
v. ( ), 1,0A B ϕ π= − ⇒ =  ise yönlü doğrular paralel ve zıt 
yönlüdürler. Eğer * 0ϕ =  ise doğrular çakışıktır. 
 
Tanım 2.37. ,A B ∈D -Modül dual vektörlerinin dış çarpımı 
 
3 3:∧ × →D D D3  




Teorem 2.38. ,A B ∈D -Modül için 
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Tanım 2.39. , ,A B C∈D -Modül ve * , 1 3,i i i iλ ελΛ = + ∈ ≤ ≤D  olmak üzere  
 
1 2 3 0A B CΛ +Λ + Λ =  
 
eşitliği her  için sağlanıyorsa 0iΛ = , ,A B C  has dual vektörleri lineer bağımsızdır 
denir. 
 
Tanım 2.40. , ,A B C∈D -Modül ve * ; 0, 1i i i i iλ ελ λ 3,Λ = + ∈ ≠ ≤ ≤D  için 
 
1 2 3 0A B CΛ +Λ + Λ =  
 
eşitliği en az bir  için sağlanıyorsa, 0iΛ ≠ , ,A B C  has dual vektörleri lineer 
bağımlıdır denir. 
 
Tanım 2.41. -Modül’de birim dual D *X x xε= +  vektörüne  de bir yönlü doğru 
karşılık gelir. 
3
( 1 2 3, , )x x x x=  birim reel vektörü X  doğrusunun yönünü ve 
( )* *3* *1 2, ,x x x= x  de bir  noktasına göre O x  in vektörel momentini ifade etsin. 










x x x x x x




koşulunu sağlar. Eğer bu koşuldan başka, altı Plücker doğru koordinatları arasında 
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ii. ( )* * *1 2 3 1 2 3, , ; , , 0F x x x x x x =  
 
bağıntısı da sağlanırsa bu halde X  doğrusunun bağımsız parametre sayısı üç olur. 
Böylece,  de üç bağımsız parametreye bağlı 3 ( )6∞  sayıda X  doğrularının 
cümlesine ışın kompleksi adı verilir. 
 
Tanım 2.42. A  bir has dual vektör olmak üzere 
 
* *, ,a x a x 0+ =  
 






BÖLÜM 3. ÖKLİD UZAYINDA BiR-PARAMETRELİ 
HAREKETLER VE REGLE YÜZEYLER 
 
 
Bu bölümde küre üzerindeki 1-parametreli hareketler, regle yüzeyler ve regle 
yüzeyin reel integral invaryantları verilmiştir. 
 
3.1. Küre Üzerinde Bir Hareketin Gösterilmesi 
 
Aynı merkezli ve birbirine göre hareketli  ve H H ′  küre yüzeylerini veya bunlara 




{ }1 2 3; , ,O e e e  ve   { }1 2 3; ', ', 'O e e e  
 
', ' , , 1 , 3,i j i j ije e e e i jδ= = ≤ ≤  
 
ile gösterelim. Bu ortonormal çatılar  hareketli ve H H ′  sabit kürelerinin temsilcileri 
olarak kabul edilecektir. Her iki eksen sistemi, ortak O  başlangıç noktasına sahip ve 
aynı yönde yönlendirildiklerinden dolayı  noktası etrafındaki dönmelerle, 
sistemlerden birinden diğerine geçilebilir.  
O
 
Eğer  ve '  vektörleri  reel parametresinin sürekli türevlenebilir fonksiyonları 
iseler, 
ie ie t
H  uzayının H ′  uzayına göre 1-parametreli hareketi vardır. Bu hareketi 








E e E e
e e
'




⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥




'E AE=       (3.1) 
 
yazılabilir.  olduğundan ( )3A SO∈
 
3




(3.1) eşitliğinden t  reel parametresine göre diferensiyel alınırsa 
 
'dE dA E AdE '= +      (3.3) 
 
olur. Burada  ve  eşitlikleri göz önüne alınırsa ' TE A E= ' 0dE =
 
TdE dA A E=       (3.4) 
 
elde edilir. TdA A = Ω  denilirse 
 
dE E= Ω       (3.5) 
 
bulunur. Bu eşitlikte,  bir anti-simetrik matristir. (3.2) eşitliğinden Ω
 




( ) 0TT TdA A dA A+ =      (3.6) 
 
yazılabileceğinden 
TΩ = −Ω       (3.7) 
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⎢ ⎥Ω = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
     (3.8) 
 
denilirse, (3.7) den i  için j= ii iiω ω= −  yani 0iiω =  ve i  için j≠














⎢ ⎥Ω = −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦
    (3.9) 
 





















   (3.10) 
 








=∑       (3.11) 
 
olmak üzere (3.5) eşitliğinden 
 
ide eω i= ∧       (3.12) 
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yazılabilir. ω  vektörüne Pfaff vektörü (ani dönme vektörü) denir. ω  vektörünün 
doğrultusu hareketli uzayın pol noktalarından geçer. Dolayısıyla hareketli uzaydaki 
sabit her nokta,  zaman aralığında dt ω  ani dönme vektörü etrafında ω ω=  sonsuz 
küçük dönme açısı ile dönme hareketi yapar. 
 
Tanım 3.1. 'H H  1-parametreli hareketinin her t  anında, küre üzerinde sürüklenme 
hızları sıfır olan bir çift  ve onun karşı noktası  vardır. Bu noktalara, sırasıyla, 
hareketli ve sabit pol noktaları denir. Yani bu noktalar,  anında her iki küre yüzeyi 




Eğrinin çizilebilmesi için gerekli olan 'H H  1-parametreli hareketi boyunca  ve 
 noktalarının ait oldukları küreler üzerindeki geometrik yerlerine, sırası ile, 
hareketli pol eğrisi ve sabit pol eğrisi adları verilir. Bu eğriler 
P
'P
( )P  ve ( )'P  ile 
gösterilir. 'H H  hareketinin kapalı olması halinde ( )P  ve ( )'P  pol eğrileri de 
kapalı olurlar. 
 
Tanım 3.2. 'H H  1-parametreli küresel hareketinde ω  ani Pfaff vektörü olmak 
üzere, 
 
S ω= ∫       (3.13) 
 
ile tanımlanan vektörüne hareketin Steiner vektörü denir. S
 
3.2. Regle Yüzeyler ve Regle Yüzeyin Reel İntegral İnvaryantları 
 
Tanım 3.3. 3M ⊂ E  yüzeyi verilsin. P M∀ ∈  noktasında,  ün M de kalan bir 
doğrusu var ise 
3E
M  ye bir regle yüzey ve P M∈  noktasından geçen ve M  de kalan 
doğruya da M  nin bir doğrultmanı denir. 
 
 22
Tanım 3.4. Bir regle yüzeyin anadoğruları boyunca teğet düzlemleri aynı ise regle 
yüzeye açılabilirdir denir. 
 
Tanım 3.5. Bir ( ),y t μ  regle yüzeyinin anadoğrularının her birini dik olarak kesen 
eğriye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir. 
 
Tanım 3.6. Bir ( ),y t μ  regle yüzeyinde komşu iki doğrultmanın ortak dikmesinin 
esas doğrultman üzerindeki ayağına striksiyon(boğaz veya merkez) noktası denir. 
 
Tanım 3.7. Bir ( ),y t μ  regle yüzeyinin anadoğrusu dayanak eğrisi boyunca yüzeyi 
oluştururken boğaz noktalarının geometrik yerine regle yüzeyin striksiyon(boğaz) 
eğrisi denir.  
 
Tanım 3.8. ( ) ( ) ( )1, ,y t r t e t tμ μ μ= + ∈,  regle yüzeyi t∀ ∈  için 
 
( ) ( )2 , ,y t y tπ μ μ+ =  
 
olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapalıdır denir. 
 
Kapalı regle yüzeylerin dayanak eğrileri ve anadoğrularının küresel göstergeleri 
kapalı eğrilerdir. Bir diğer ifade ile bir peryod sonra her anadoğru kendisi üzerine 
gelir. 
 
Tanım 3.9. Bir 'H H  1-parametreli kapalı uzay hareketinde, hareketli uzayı temsil 
eden { }1 2 3; , ,O e e e  üçayaklısının bir, 
 
( ) ( ) ( ), 2 ,r r t r t r t tπ= + = ∈  (3.14) 
 
kapalı eğrisi üzerinde hareket ettiğini varsayarak,  uzayının tespit edilmiş bir 




kapalı regle yüzey üzerindeki bir noktanın yer vektörünü y  ile gösterirsek, bu 
yüzeyin denklemini,  
 
( ) ( ) ( )






y t r t e t t















Şekil 3.1. - Kapalı Regle Yüzeyi ( )1e
 
Şimdi ( ) ( ) ( )1, ,y t r t e t tμ μ μ= + ∈
)1e
,  regle yüzeyi için -doğrusunun çizdiği 
kapalı regle yüzeyi (  ile gösterirsek, 
1e
( )1e -kapalı regle yüzeyinin bir 1P  
noktasından geçen ortogonal yörüngesinin diferensiyel denklemi; 
 
1, 0,d y e e1 1= =     (3.16) 
 
dır. Böylece (3.15) den 
1,d drμ = − e      (3.17) 
 24
bulunur. Bu formülün regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca eğrisel integrali alınırsa, 
 




Tanım 3.10. Bir ( ) ( ) ( )1,y t r t eμ μ= + t  kapalı regle yüzeyi için, 
 
1 1
,eL d dr eμ= = −∫ ∫     (3.19) 
 
büyüklüğüne bu kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu denir. 
 
Bu tanım -anadoğrusunun, 1e ( )r r t=
1e
 kapalı eğrisine dayanarak kapalı regle yüzeyi 
çizdiğinde, kendi doğrultusunda L dμ= ∫  kadar ilerleyerek ilk konumu ile 
çakıştığını gösterir. Bu nedenle, -anadoğrusunun bir  noktasından başlayan 
ortogonal yörünge, bir periyot sonra aynı -anadoğrusunu  den farklı bir  
noktasında keser (Şekil 3.2). Ortogonal yörüngeler, çıkış noktasından bağımsız 










Şekil 3.2. - Kapalı Regle Yüzeyinin Açılım Uzunluğu ( )1e
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Eğer kapalı regle yüzeyin ortogonal yörüngelerinin bir tam devri göz önüne alınırsa 
açılım uzunluğu hiçbir zaman regle yüzeyin striksiyon çizgisinin uzunluğunu 
aşamayacağı görülür. Fakat eşitlik hali mümkündür. Eğer regle yüzeyi kapalı ve 
açılabilir farzeder; dayanak eğrisini de striksiyon çizgisi olarak alırsak, o zaman, 
striksiyon çizgisinin yay uzunluğu, açılım uzunluğuna eşittir. Özel olarak, açılabilir 
kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu sıfır ise striksiyon çizgisi bir nokta ve 
dolayısıyla regle yüzey bir koni olur. 
 




( 2 3,e e )
3e
-düzleminde bir birim vektör, 
 
2cos sinn eφ φ= +
0








'sin 'cos , ,
e e e
e e e t
φ φ
φ φ φ φ
= −
= + =
  (3.21) 
 
olsun.  ve  sabit sistem olduğundan  ye göre türev alınırsa  
olacağından 








de e e d





   (3.22) 
 
bulunur. (3.21) göz önüne alınır ve bu denklemden dφ  çekilirse 
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2 3 3 2
2 3 3 2
, ,
, ,
d de e de e
d de e de e
φ
φ
− = = −
= − =
   (3.23) 
 
olur. ( , )y t μ  regle yüzeyinin dayanak eğrisi boyunca integrali alınırsa açılım açısı 
elde edilir. 
 
Tanım 3.11. Anadoğrusunun birim doğrultman vektörü 1e  olan bir  ( ,r t )μ  regle 
yüzeyinin anadoğrularına dik bir doğrultunun bir peryod sonra ilk konumu ile yaptığı 
açıya regle yüzeyin açılım açısı denir ve  
 
1 2 3 3 2




Tanım 3.12. Üç boyutlu  Öklid uzayı  de kapalı bir 3E ( )x x t=  eğrisi olsun. 
 
xa x d= ∧ x∫       (3.25) 
 
vektörüne hareketin alan vektörü denir. 
 
Buradaki integral kapalı uzay eğrisi üzerinden alınmaktadır. 
 
Teorem 3.13.  de bir 3E X  noktasının çizdiği kapalı uzay eğrisinin bir e  birim 
vektörü doğrultusunda bir ℘ düzlemi üzerine dik izdüşümü olan eğrinin sınırladığı 
alan 
 






BÖLÜM 4. DUAL ÖKLİD UZAYINDA BİR-PARAMETRELİ 
HAREKETLER VE DUAL REGLE YÜZEYLER 
 
 
Bu bölümde Dual küre üzerindeki 1-parametreli hareketler, dual regle yüzeyler ve 
regle yüzeyin dual integral invaryantları verilmiştir. 
 
4.1. Dual Küre Üzerindeki Bir Hareketin Gösterilmesi 
 
3  de sabit ve hareketli sistemler, sırasıyla,  ve 'H H  olsun. , 'H H  sistemlerinin 
ortonormal koordinat sistemleri de, sırasıyla, 
 
{ }1 2 3'; ', ', 'O e e e  ve { }1 2 3; , ,O e e e  
 
', ' , , 1 , 3,i j i j ije e e e i jδ= = ≤ ≤  
 
olsunlar.  ve 'H H  aynı şekilde yönlendirilmiş olsun. Yani bir has ortogonal 
dönüşümle birinden diğerine geçilebilsin. 
 
Teorem 2.33 (E.Study) den ( )', , 1 3 ,i ie e i≤ ≤  eksenlerine D -Modülde, sırasıyla, 
aynı M  merkezli  ve  birim dual kürelerinin dual noktaları karşılık 
geleceğinden 
K 'K
'H H  hareketi 'K K  dual küresel hareket veya dual dönme hareketi 
olarak incelenebilir. Bu birim dual kürelere sıkı sıkıya bağlı ortonormal baz 
sistemleri de, sırasıyla, 
 













* *' ' ', ii i ie MO e e MO e= ∧ = ∧ ,  
 
dir. Bu baz sistemleri de aynı yönlü olurlar. Yani bir has dual ortogonal dönüşümle 










E E E E
E E
'
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢= = ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥










A  has ortogonal dual matrisinin elemanları *t t tε= +  dual parametresinin yeteri 
kadar türetilebilen fonksiyonlarıdır. Burada aksi söylenmedikçe  alınacaktır. 
Böylece bir parametreli hareketler söz konusudur demek istiyoruz. 
* 0t =
 




A A AA I= =      (4.2) 
 
dır. (4.1) eşitliğinden t  reel parametresine göre diferensiyel alınırsa 
 
0
'd E d A E Ad E= + '      (4.3) 
 
olur. Burada 'E A E
Τ
=  ve ' 0d E =  eşitlikleri göz önüne alınırsa 
 
d E d A A E
Τ




d A A = Ω  denilirse 
 
d E E= Ω       (4.5) 
 














Ω = −Ω       (4.7) 
lde edilir.  
 









⎡ ⎤Ω Ω Ω
⎢ ⎥
Ω = Ω Ω Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥Ω Ω Ω⎢ ⎥⎣ ⎦
    (4.8) 
denilirse, 
 
(4.7) den i j=  için ,iiiiΩ = −Ω  yani 0iiΩ =  ve i j≠  için ,ij jiΩ = −Ω  
1 , 3i j≤ ≤  olduğundan  matris
 









Ω = −Ω Ω⎢ ⎥
⎢ ⎥
Ω −Ω⎢ ⎥⎣ ⎦
    (4.9) 













⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡Ω −Ω
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
= −Ω Ω⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢









  (4.10) 











Ψ = Ψ = Ω +Ω +Ω∑ 3E   (4.11) 
 
olmak üzere (4.5) eşitliğinden 
 




Ψ  dual vektörüne Pfaff vektörü (ani dönme vektörü) denir. Ψ  dual vektörünün 
doğrultusu hareketli uzayın pol noktalarından geçer. Dolayısıyla hareketli uzaydaki 
sabit her nokta,  zaman aralığında dt Ψ  ani dönme vektörü etrafında ψ = Ψ  
sonsuz küçük dönme açısı ile dönme hareketi yapar. Ψ  nün ψ  reel ve ψ ∗  dual 
kısımları K K ′  dual dönme hareketine karşılık gelen H H ′  uzay hareketinin, 
sırasıyla, ani dönme ve ani kayma Pfaff vektörlerine karşılık gelirler. Hareketin, sırf 
dönme ve sırf kayma olmaması için aksi söylenmedikçe 0ψ ≠  ve 0ψ ∗ ≠  alına  
 
caktır.
anım 4.1. T 'K K  1-parametreli dual küresel hareketinin her  anında, dual küre t
üzerinde sürüklenme hızları sıfır olan bir çift P  ve onun karşı noktası 'P  vardır. Bu 
noktalara, sırasıyla, hareketli ve sabit dual pol noktaları denir. Yani bu dual noktalar, 
t  anında her iki dual küre yüzeyi üzerinde sabit kalırlar. 
 
ğrinin çizilebilmesi için gerekli olan 1-parametreli hareketi boyunca P
sı
'K K  E  ve 
'P  dual noktalarının ait oldukları dual küreler üzerindeki geometrik yerlerine, rası 
 hareketli dual pol eğrisi ve sabit dual pol eğrisi adları verilir. Bu eğriler ile, ( )P  ve 
( )'P  ile gösterilir. 
 
'K K  1-parametreli dual küresel hareketinin kapalı olması halinde ( )P  ve  pol 
eğrileri de kapalı olurlar. 
( )'P
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Tanım 4.2. 'K K  1-parametreli dual küresel hareketinde Ψ  ani dual Pfaff vektörü 
olmak üzere, 
 
*S S Sε= + = Ψ∫      (4.13) 
ile tanımlanan  vektörüne hareketin dual Ste
 
S iner vektörü denir. 
 
4.2. Dual Regle Yüzeyler 
 
(* 1 2 3, , ; )* **1 2 3, ,X x x X x x x xε= + = x x ( )* * *1 2 3 1 2 3, , ; , ,x x x x x x doğrusunun  normlanmış 




1. 1 2 3
* * *
1x x x+ + =
⎨
 2 2 2





2. 1 2 3, ,F x x x( )* * *1 2 3; , , 0x x x =  
3. 
 da varsa
( )* * *1 2 3 1 2 3, , ; , , 0x x x x x xΦ =  
4.  ( )* * *1 2 3 1 2 3, , ; , , 0x x x x x xΨ =
 





( )1∞  Tanım 4.3. E.Study tekabülüne uyan ve bağımsız bir parametreye b
Xsa  doğrularının cümlesine regle yüzey ve ışın yüzeyi denir. 
 
, ,A B C  belli has dual vektörler olmak üzere 
 
     * *, , 0F a x a x+ =…  
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* *, ,b x b xΦ + 0=…         
* *, ,c x c xΨ + 0=…         
 
0, 0F = Φ =  ve 0Ψ =  şeklinde verilebilir. O zaman bir regle yüzey ışın 
omplekslerinin üçünde de ortak olan ( )1∞k  doğ ş
ağlı
runun cümlesi olarak dü ünülebilir. 
 
Bir regle yüzey, bir, t  parametresine b  ( )X X t=  birim dual vektörel fonksiyon 
lmak üzere o
 
( ) ( )*X x t x tε= +  
 
şeklinde de yazılabilir. 
 
( )X X t= t fonksiyonunun  ye göre istenildiği kadar türetilebildiği kabul ediliyor. 
 
( ) ( )*X x t x tε= +  
 
birim dual vektörüne 
 
( )1,0X OX= =  
 
Xbirim dual küresi üzerinde bir dual  noktası karş k gelir. Biliniyor ki bu noktaya 
a  de bir 
ılı
 3 Xd  doğrusu karşılı  parametresi değiştikçe k gelir. t
 
( ) ( )*OX X x t x tε= = +  
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( )Xbirim dual vektörü, birim dual küre üzerinde bir  dual eğrisi çizer. Bu eğriye de  
 




ekil 4.2. Birim Dual Küre Üzerinde Dual Eğri Ş
 
( )X  dual eğrisine regle yüzeyin dual küresel resmi denir. Birim dual küre üzerinde 
( )X X t=  dual eğrisinin  
 
*d d dϕ ε ϕΦ = +  
 
ual yay elementi için d
 
2 2, ,d d X d X X XΦ = = dt  
 
azılabilir. Tanım 2.10 den de yukarıdaki ifade için y
 
2 ,d d x dϕ = x   ve * *,d d d x d xϕ ϕ =  
 
lde edilir.  dual büyüklüğü bilindiği gibi  dΦ ( )X t  ve ( )X t dt+e  komşu birim dual 
vektörler arasındaki dual açı, yani bu iki birim dual vektörün birim dual küre 
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üzerindeki uç noktalarının dual küresel uzaklığ   ıdır. dΦ  nin dϕ  reel ve *dϕ  dual 
kısımlarına, ( )X t  ve ( )X t dt+  birim dual vektörlerine regle yüzeyde karşılık gelen 
komşu iki anadoğru arasındaki açı ile bu komşu iki anadoğr rasındaki en kısa 




*, , 2 d x d x,d X d X d x d x ε= +  
dual ifadesi, ım olması nedeni ile koordinat de l  karşı de ezdir. 
 
 iç çarp ğişim erine ğişm
Bu nedenle 
 
,d x d x  ve *d x,d x  
ğ şı değişm olayısı ın 
ı regle y zeyin en basit (yani en küçük mertebeden) diferensiyel değiş
 
reel büyüklükleri de koordinat de
ü








d x d x d d d
d d d
ϕ ϕ ϕ
dϕd x d x ϕ ϕ




X büyüklüğüne regle yüzeyin  parametrest ine ait olan  anadoğ
 dır. D
rusu 
ğılma parametresi veya drali denir. 
labilir regle yüzeyler 
lar) denir. 
ası torslar için karakteristiktir. Çünkü dral sıfı ralin 
u tanımı silindir için geçerli değildir. Drali sıfır olmayan bir regle yüzeyde komşu 
anadoğrular aykırıdır yani komşu iki anadoğru bir düzlem teşkil etmez. 
boyunca da
 




Dralin sıfır olm * 0ϕ =
b
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( )X t  anadoğrusunun, ( )X t dt+  komşu anadoğrusundan en kı lıktaki sa uzak X  
noktasına boğaz noktası veya merkez noktası veya striksiyon noktası denir. Bu 
n ktanın ( )X t  geometrik yerine de boğaz çizgisi veya striksiyon çizgisio  denir. 
Verilen bir regle yüzey üzerinde bütün anadoğruları kesen bir ( )
referans e arak alınabilir ve bu eğriye direktris adı verilir. 
C  eğrisi yüzeyin bir 
ğrisi ol
 





Şekil 4.3. Dual Regle Yüzey 
 
ayanak eğrisi  denklemi ile belli olan  ( )r r t= ( )C  eğrisi ve anadoğruları
yüzeyin denklemi 
 ( )1 1e e t=  D
birim vektörü olan regle 
 
( ) ( ) ( ), 1y t r t tμ μ= +  
 
e
dir. Burada (Şekil 4.3) den  de görüldüğü gibi 
 
 ve *1 1e r e= ∧
*
1 1 1,e e r r e e∧ = − 1  



















 1-parametreli kapalı dual küresel hareketinde, hareketli sistemin 
ği kapalı regle yüzey ( )1 1 ,t tE E= ∈  olsun. Ayrıca 
( )2 3,E E -dual düzleminde 2E  ile ( ) ( ) ( )*t t tϕ εϕΦ = +  dual açısını yapan, 
 
1 2' cos sinE E= Φ + Φ  3E
 
 dual vektörünü ele alalım. Öyleki, 'K Kbirim  1-parametreli dual küresel 
hareketinde, hareketli kürenin 1E  birim dual vektörü ( )1 1E E t=  kapalı regle 
yüzeyini çizerken, 1 'E
ı
 birim dual vektörüne kar gelen doğru da bu kapalı regle 
yüzeyin ortogonal yörüngesi boyunca bir açılabilir yüzey ( . Bu takdirde 
şılık 
bir periyotluk  kapal
tors) çizsin
 dual küresel harekette ( ) ( ) ( )* tϕ εϕ+  açt tΦ = ısının toplam 
değişme miktarına 1 1E E t=  kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısı diyelim. O 
halde bu yüzeyin dual açılım açısı 
( )
1EΛ  ile gösterilirse, 
 
1E dΛ = Φ∫      (4.14) 
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dır. Burada integral,  kapalı eğrisi üzerinden alınan bir dual eğrisel ( )1 1E E t=





ekil 4.4. Dual Dönme Açısı 
anım 4.6 da verilen  dual açısının 
Ş
 
Φ dΦT  diferensiyel değişimini, hareketin 1-
 hformları cinsinden şöyle esaplayabiliriz: 
 



























































⎛ ⎞= −Φ = Φ⎜ ⎟
⎝ ⎠
= Φ















= Φ − Φ⎢ ⎥
⎢ ⎥Φ Φ⎣ ⎦
 
 
lmak üzere  ile  arasında, o E 'E
 
'E AE=  
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dönüşümü vardır. Buradan t  parametresine göre diferensiyel alırsak E  sistemine 
göre hareketin denklemi olarak, 
 
T




d AA  matrisi hesaplanırsa; 
 
0 0 0 0 cos si
sin cos 0 0 sin cos









n⎡ ⎤Φ Φ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
= − Φ Φ − Φ Φ − Φ Φ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥Φ Φ − Φ Φ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥




olduğu görülür. Bu sonuç 
T
d E d AA E=  olarak ifade edilen türev denklemlerinde 
yerine konursa, 
 




2 3 2 3, ,d d E E E d EΦ = − =    (4.15) 
 



























hareketli sistemine sıkı suretle bağlı bir *X x xε= +  birim dual vektörünün çizdiği 
kapalı regle yüzeyin dual açılım açısını XΛ  ile gösterirsek, 
 
,X x xS X Lλ εΛ = − = −  
 
dir. Burada *S S Sε= +  dual küresel hareketin dual Steiner vektörüdür. 
 

















ile gösterelim. Böylece ( ) ,X X t t ,= ∈  (veya ( )1X X t= ) kapalı regle 
yüzeyimizin dual açılım açısını (4.14) ve (4.15) ifadesinden 
 
1 2 3,X X d X XΛ = Λ = − ∫  
 
 42
şeklinde ifade edebiliriz. Bu dual açılım açısını hesap etmek için ilk önce  
vektörünü bulalım.  matrisi bir dual ortonormal matris olmak 
üzere, 
2d X
, 1 , 3ijC C i j⎡ ⎤= ≤⎣ ⎦ ≤
 
X CE=      (4.16) 
 
dönüşümü yazılabilir. Diğer taraftan, bir vektör uzayında ortogonal baz  
dönüşümlerine karşılık gelen, bu uzayın dual uzayındaki dual baz dönüşümleri ile 





Şekil 4.6. Baz Değişim Diyagramı 
 
diyagramı değişimlidir. Yani, 
 





C C= Ω  
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dir. Burada ij⎡ ⎤Ω = Ω⎣ ⎦  ve , 1 , 3ij i j
⎡ ⎤Ω = Ω ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦
 matrisleri, sırasıyla, E  ve X  
sistemlerinin 'E  sabit sistemine göre hareketini belirleyen anti-simetrik matrislerdir. 
 







d X C C X
=
= Ω∑  
veya 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
21 31 12 32 13 2311 22 23 12 21 23 13 21 222 1
21 31 12 32 13 2321 22 23 22 21 23 23 21 22 2
21 31 12 32 13 23 331 22 23 32 21 23 33 21 22
d X C C C C C C C C C X
C C C C C C C C C X
C C C C C C C C C X
⎡ ⎤= Ω + Ω + Ω + Ω + Ω + Ω⎣ ⎦
⎡ ⎤+ Ω + Ω + Ω + Ω + Ω + Ω⎣ ⎦
⎡ ⎤+ Ω + Ω + Ω + Ω + Ω + Ω⎣ ⎦
 
 
şeklinde bulunur. Buradan, 
 
( ) ( ) ( )21 23 3131 22 32 21 33 22 32 23 31 23 33 212 3,d X X C C C C C C C C C C C C= − Ω + − Ω + − Ω  
 
olur. Parantezli ifadeler, sırasıyla, 13 11 12, ,C C C−  elemanlarının kofaktörleridirler. 
 matrisi has ortogonal olduğu için bunlardan biri diğerinin yerine 
yazılabilir. 
ijC C⎡= ⎣ ⎤⎦
 




12 23 3113 11 12
,X d X X
C C C
Λ = −
= − Ω + Ω + Ω
∫
∫
  (4.17) 
 
bulunur. Diğer taraftan, Tanım 4.2 den 
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23 31 121 2 3S E E E= Ω + Ω + Ω∫ ∫ ∫  
 
dual Steiner vektörü ile, (4.16)  ifadesindeki 
 
11 12 131 1 2 3X X C E C E C E= = + +  
 
vektörünü iç çarparsak, 
 
( )23 31 1211 12 13,S X C C C= Ω + Ω + Ω∫     (4.18) 
 
bulunur. Böylece ( )X X t=  kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısının (4.17) ve 
(4.18)  ifadelerinden, 
 
,X S XΛ = −      (4.19) 
 
olduğu gösterilmiş olur. 
 





23 31 121 2,S S S E E Eε= + = Ψ Ψ = Ω +Ω +Ω 3∫  
 
olduğu göz önüne alınırsa, 
 















E S S e e
S e S e S e
ε ε
ε
Λ = − + +
= − − + 1
   (4.21) 
 
bulunur. Bu ifadenin reel kısmı ( )1e -kapalı regle yüzeyinin reel açılım açısıdır, yani 
 
1 1
,e S eλ = −     
 




1 1d E E= Ψ ∧     
 
ile elde edilir. Böylece 
 















= ∧ + ∧
       (4.22) 
 
dır. Burada *1 1 1E e eε= +  birim dual vektörü için, 1e  in vektörel momentini 
 




Bir X  noktasının diferensiyel hızı 1d X X= Ψ ∧  dır. Burada 
*ψ εψΨ = +  dual 
Pfaff vektörü olup, ψ , 'H H  hareketinde ani dönmeye *ψ , 'H H  hareketinde ani 
ötelemeye karşılık gelmektedir. 'K K  hareketinde sabit ve hareketli kürelerin 
merkezleri için, 
 
OP r=       (4.23) 
 
eşitliğini göz önüne alırsak 
 




Eğer kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğunun 
1 1
,eL d d r eμ= = −∫ ∫  ifadesinde 
(4.24) eşitliği kullanılırsa yani; 
 
















       
1
*




Burada,  uzayında  sabit doğrusunun H 1e ( )*, 1, 2i ie e i = ,3  normlanmış Plücker 





1 1, ,eL e eψ ψ= +∫ ∫  
 
olur veya yukarıdaki ifade yerine *S S S *ε ψ εψ= + = Ψ = +∫ ∫  dan -kapalı 





1 1, ,eL S e S e= +  
 
şeklinde buluruz. Kapalı regle yüzeyin açılım açısı ve açılım uzunluğunun bulunan 
bu değerleri 1EΛ  dual açılım açısının ( )23 31 1211 12 13,S X C C C= Ω + Ω + Ω∫  
eşitliğinde yerine yazarsak, 
 
1 1 1
E e eLλ εΛ = −  
 




λ  , ( )1e -kapalı regle yüzeyinin reel integral 
invaryantları olduğundan, EΛ 1  dual açılım açısı ( )1e -kapalı regle yüzeyinin dual 
integral invaryantıdır. 
 
Teorem 4.8. Bir birim dual küresel kapalı ( )X X t=  eğrisinin çevrelediği küresel 
alan, bu kapalı eğrinin E.STUDY resmi olan kapalı regle yüzeyin açılım açısı ve 
açılım uzunluğu cinsinden, 
 
( ) ( )2 1X X XF nπ λ ε= − + − L    (4.25) 
 
şeklinde ifade edilebilir[20]. 
 
Tanım 4.9.  de kapalı bir 3D ( )X X t=  eğrisi olsun. 
 
XA X d= ∧ X∫      (4.26) 
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vektörüne hareketin alan vektörü denir[18]. 
 
Teorem 4.10.  de bir 3D X  noktasının çizdiği kapalı uzay eğrisinin bir  birim 
vektörü doğrultusunda bir  düzlem üzerine dik izdüşümü olan eğrinin sınırladığı alan 
E
 






BÖLÜM 5. HOLDITCH TEOREMİNİN BİR GENELLEMESİ 
 
 
Bu bölümde düzlemsel hareketler için iyi bilinen Holditch Teoremi, 1-parametreli 
dual küresel hareketlerde ele alınarak, kapalı dual küresel eğrilerin dual açılım açıları 
arasında bağıntılar bulunacaktır. 
 
5.1. Holditch Teoreminin Bir Genellemesi 
 
D -Modülde sabit ve hareketli sistemler, sırasıyla,  ve  olsun. ,  
sistemlerinin ortonormal koordinat sistemleri de, sırasıyla, 
'K K 'K K
 
{ }1 2 3; ', ', 'M E E E  ve { }1 2 3; , ,M E E E  
 
, ', ' , 1 ,i j i j ijE E E E i jδ 3= = ≤ ≤  
 
olsunlar.  ve K  aynı şekilde yönlendirilmiş olsun. Yani bir has ortogonal 
dönüşümle birinden diğerine geçilebilsin. 
'K
 
Şimdi aşağıdaki gibi bir küresel hareket tanımlayalım: 
 
'K  sabit birim dual küresi üzerinde diferensiyellenebilir bir ( )X  kapalı eğrisi 
seçelim.  hareketli küresinin bir büyük dairesi üzerinde, tespit ettiğimiz  
uzunluklu 
K sabitΦ =
1 1E E  dual yay parçasının, 1E  ve 1E  uç noktalarını , ( )X  eğrisi üzerinde 
(veya eş alanlı iki kapalı küresel eğri üzerinde) hareket ettirirsek, bir 'K K  1-
parametreli kapalı dual küresel hareketi tanımlamış oluruz. 1 1E EΦ =  dual yay 
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parçasını sabit tuttuğumuza göre, bu hareket yalnız başlangıçta  de seçtiğimiz 'K
( )X  eğrisine bağlıdır. 
 
'  1-parametreli hareketinde, K K sabitΦ =  uzunluklu dual yay üzerinde tespit 
edeceğimiz bir X  dual noktasının hareketini inceleyebiliriz. Hareketimiz kapalı 
olduğundan, X  dual noktasının bir kapalı yörüngeye sahip olduğunu hemen 






Şekil 5.1.  ve 1E 1E  Regle Yüzeylerinin Dual Açılım Açıları 
 
sabitΦ =  uzunluklu dual yay parçasının 1E  ve 1E  uç noktalarının ( )X  dual eğrisi 
üzerinde (veya eş alanlı iki kapalı küresel eğri üzerinde) hareketine, çizgiler 
uzayında, bir L  dik hiperbolik doğru kongrüansının (iki parametreli doğru ailesi), 
-kapalı regle yüzeyi üzerindeki kapalı hareketi karşılık gelir. Öyleki, bu 
kongrüansın odak çizgisi, ( -kapalı regle yüzeyinin 
( )1e
)1e 1e  ve 1e  anadoğrularına F  ve 
F  noktalarında diktir. 
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sabitΦ =  uzunluklu 1 1E E  dual yayı üzerinde seçtiğimiz X  dual noktasına ise, bu 
kongrüansın odak çizgisine dik bir x -ışını karşılık gelir. Öyleki,  ile 1E 1E  dual 
vektörleri arasındaki 1Φ = Φ +Φ2  dual açısı sabit seçildiği için, x -ışını - 
anadoğrusu ile 
1e
1ϕ  reel açısını yapar ve ondan 
*
1ϕ  uzaklığındadır. Aynı şekilde, - 
anadoğrusu ile 
1e
2ϕ  açısını yapar ve ondan 
*
2ϕ  uzaklığındadır. Burada  
 
( )* *1 1 1 2 2 2 1 2 1 2, , * *ϕ εϕ ϕ εϕ ϕ ϕ ε ϕ ϕΦ = + Φ = + Φ = + + +  
 
dır (Şekil 5.1.). 
 
Şimdi 'K K  1-parametreli kapalı dual küresel hareketinde, X , 1E  ve 1E  dual 
noktalarının çizdikleri kapalı regle yüzeylerin dual açılım açılarını hesaplayalım. 
 
( )X X t=  kapalı regle yüzeyinin (veya kapalı küresel eğrinin) dual açılım açısı, 
 
23 31 12 1 21 2 3 1





E E E E
Λ = −
= − Ω + Ω + Ω Φ + Φ
= − Φ Ω − Φ Ω
∫ ∫ ∫
∫ ∫




( )1 1E E t=  kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısı, 
 
1 1















( )1 1E E t=  kapalı regle yüzeyinin dual açılım açısı, 
 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1 1
23 31 12 1 2 1 21 2 3 1
1 2 23 1 2 12






3E E E E
Λ = −
= − Ω + Ω + Ω Φ +Φ + Φ +Φ
= − Φ +Φ Ω − Φ +Φ Ω














X EΛ − Φ ΛΩ =













E 1EΛ − Φ +Φ Λ
Ω =




(5.4) ve (5.5) den  
 
( ) ( )
( )
1 11 1 2 1 1 1 2
1 2










elde edilir. Burada ters dönüşüm formülleri uygulanırsa    
   
( ) ( )
( )
1 1 1 1 11 1 2 2 1 2
1 2
1 1 1 1sin sin 2 sin sin 2 sin
2 2 2 2
sin
E E E E E
X







1 1 11 2
1 2



















2Λ Φ +Λ ΦΛ =
Φ +Φ




(5.6) ifadesinde  ve 1E 1E  dual noktaları, aynı kapalı eğrisini bir parametre farkıyla 












2Φ     (5.7) 
 
elde edilir. ( )X X t=  ve ( )1 1E E t=  kapalı regle yüzeylerinin dual açılım açıları 
arasındaki bu bağıntıdan artık şu teoremi verilebiliriz. 
 
Teorem 5.1. (Holditch Teoremi) sabitΦ =  uzunluklu dual yay parçasının uç 
noktaları, bir ( )X  dual küresel eğrisi (veya eş alanlı iki dual küresel kapalı eğri) 
üzerinde 'K K  hareketini yapsın. Bu takdirde dual yay parçası üzerinde tespit 
edilmiş bir X  dual noktası tarafından çizilen kapalı regle yüzeyin dual açılım açısı; 
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( )X  kapalı eğrisine (veya eşalanlı iki dual küresel eğriye) karşılık gelen kapalı regle 
yüzeyin dual açılım açısı ve 1Φ =Φ +Φ2  sabit dual açısı yardımıyla belirtilebilir. 
(5.7) ifadesindeki oran  küresi üzerindeki 'K ( )1E  eğrisine bağlı değildir, sadece 
1 1E E X dual yay parçası üzerindeki  dual noktasının seçimine bağlıdır. 'K K  1-
parametreli kapalı dual küresel hareketinde, sabitΦ =  uzunluklu bir dual yay 
parçasının, tespit edilmiş bir X  dual noktasının  de çizdiği kapalı regle yüzeyin 
dual açılım açısı ile, bu dual yayın uç noktalarının çizdiği, 
'K
( )X  dual eğrisine karşılık 
gelen regle yüzeyin dual açılım açısının oranı 'K K  1-parametreli kapalı dual 
küresel hareketinden bağımsızdır. 
 
Bu, düzlemsel kinematiğin Holditch Teoreminin 'K K  1-parametreli kapalı dual 
küresel harekete bir genellemesidir. 
 
E. Study dönüşümü kullanılarak (5.7) ifadesinin reel ve dual kısımları hesaplanırsa: 
 































(5.8) in birinci kısmı, düzlemsel kinematiğin Holditch Teoreminin 'H H  1-
parametreli kapalı uzay hareketine bir genellemesidir. Bundan başka, son 
formüllerden yararlanılarak [3, 9, 10, 22] deki sonuçlar elde edilebilir. 
 
Şimdi dual alan vektörünü hesap edelim. 
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'K K 1-parametreli hareketinde K  küresi üzerinde keyfi bir sabit X  dual noktasının 
 dual küresi üzerinde çizdiği kapalı dual bir eğri 'K ( )X  olsun. Tanım 3.12 den ( )X  
dual eğrisinin dual alan vektörü 
 
XA X d= ∧ X∫      (5.9) 
 













S X S X
S X
= ∧
= ∧ Ψ ∧
= Ψ − Ψ








   (5.10) 
 
elde edilir. Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 5.2. 'K K  1-parametreli hareketinde K  küresi üzerinde keyfi sabit bir X  
noktasının  küresi üzerinde çizdiği kapalı dual eğri 'K ( )X  olsun. X  noktasının 
çizdiği  alan vektörü XA
 








, , , ,
X X X X
X X X
A A S X S X
S S S X X S X X
= + Λ +Λ







, , ,X X X
X X X X
X X
S S S X X S
A S
A S
= +Λ +Λ +Λ






Şimdi dual açılım açısıyla dual Steiner vektörü arasındaki bağıntıyı bulalım. 
 










A S S X S
A
A S S S S X A S S
A
= + Λ








A−Λ +Λ = S     (5.14) 
 
elde edilir. Burada , 
XA
Λ X XA A  doğrusunun oluşturduğu regle yüzeyin dual 
açılım açısıdır. 
 





X XX XA A








PA P d P
P P
P P P P
= ∧
= ∧ Ψ ∧
= Ψ − Ψ
Ψ Ψ
= Ψ − Ψ
Ψ Ψ







    (5.16) 
 
olduğundan 'K K  1-parametreli kapalı dual küresel hareketinin hareketli ( )P  pol 
eğrisinin dual alan vektörü sıfır vektörüdür. 
 
Eğer pol vektörü için (5.14) de ( ),X P P 1= =  olduğu kabul edilirse, (5.13) ve 










    (5.17) 
 
olarak elde edilir. 
 
Öte yandan, ,X X SΛ = −  olduğundan, hareketin Steiner vektörünün oluşturduğu 









O halde (5.17) ve (5.18) den, aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 5.3. Bir uzay hareketinde PΛ  ve SΛ  açılım uzunlukları ve hareketin Steiner 








S  ve  vektörleri arasındaki dual açı XA
*
θ εθΘ = +  ise 
 




Öte yandan (5.11)  deki  alan vektörünün XA S  ile iç çarpım alınırsa 
 

















bulunur ve (5.12) ifadesinden 
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Teorem 4.7 den X  ve S  vektörleri arasındaki açı 
*
ϕ εϕΦ = +  ise 
 








































Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 5.4. 'K K  1-parametreli hareketinde hareketin dual Steiner vektörü sabit 
kalmak koşuluyla bir X  dual birim vektörü ile bu vektörün XA  dual alan vektörü 
yer değiştirebilir. 
 










πϕ θ ϕ θ= − = −           (5.24) 
bulunur. 
 
E. Study dönüşümü uygulanarak, aşağıdaki teorem elde edilir. 
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Teorem 5.5. 'H H  1-parametreli kapalı uzay hareketinde, yönlü doğru  ve bu yönlü 
doğrunun alan vektörü boyunca olan doğru, hareketin Steiner vektöründen en kısa 
uzaklığa eşittir, ve Steiner vektörü ile bu doğrular arasındaki açılar tümler açılardır    
[18]. 
 
5.2. Blaschke Çatısı 
 
'K K  1-parametreli kapalı dual küresel hareketinde, hareketli dual ortonormal 

















    (5.25) 
 
şeklinde seçebiliriz. Bu harekette, 1E  dual birim vektörünün küre üzerinde çizdiği, 
 parametresine göre diferensiyellenebilir kapalı eğriye, çizgiler uzayında t∈ 1e  




1 2, ,E E
1 2, ,e e
 birim dual vektörlerinin, çizgiler uzayındaki E. STUDY resmi olan 
 yönlü doğruları -kapalı regle yüzeyinin striksiyon noktasında kesişirler. 
Öyleki,  yönlü doğruları kapalı regle yüzeyin striksiyon noktasındaki, sırasıyla, 








Şekil 5.2. Blaschke Çatısı 
 
Şimdi üç , 1 3kE k≤ ≤  dual vektörünün kE
i





,k kl l kl k
k l








, , 1 ,k l klE E k lδ 3= ≤ ≤     (5.27) 
 
bağıntılarından türev alarak 
 
, ,k l k l kl lkE E E E a a 0+ = + =
i i
   (5.28) 
 
çıkar. Böylece [ ]kla  matrisinin anti-simetrik olduğu görülür. Şu halde (5.26) denklem 
sistemi 
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1 12 2 31
2 23 3 12
3 31 1 23
E a E a E
E a E a E











     (5.29) 
 
formuna sahiptir.  (5.25) ifadesinden 1E PE=
i




      (5.30) 
 
dir. Böylece 12 31,a P a= 0=  olup geriye 
 
23 2 3,a E E=
i
     (5.31) 
 
















⎟      (5.32) 
 










    (5.33) 
 
olması dolayısıyla,  yerine  konursa 23a Q
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1 1 1 1 1 1
2
1 11
, , , ,
,
E E E E E E
Q
E EE
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝= =
ii iii i
i ii
⎠    (5.34) 
 
ifadesi elde edilir. Böylece türev denlekemlerimiz nihayet 
 




























⎠  (5.35) 
























                       
* * *
1 2 2
* * * *






e p e pe
e p e q e pe qe
e q e qe
= + +





   (5.37) 
 
denklem sistemleri bulunur. 
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Öte yandan, Steiner vektörü 
 
( ) ( ) 1 31 3 1e eS Q E P E E E= + = −Λ −Λ∫ ∫ 3   (5.38) 
 




Λ ( )1 1E E t=  ve ( )3 3E E t=  regle 
yüzeylerinin dual açılarıdır. 
 
Hareketli Blaschke çatısının ikinci ekseninin çizdiği dual küresel alan incelendiğinde 
(5.38) denkleminden şu elde edilir: 2E  ekseninin oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin 
dual açılım açısı her zaman sıfırdır. Bu nedenle, Teorem 4.8 den  aşağıdaki teorem 
elde edilir: 
 
Teorem 5.6. Blaschke çatısının 1-parametreli kapalı dual küresel haraketinde, ikinci 
eksenin çizdiği dual alan vektörü, hareketin Steiner vektörüne paraleldir. Bundan 
başka, ikinci eksenin küresel göstergesi birim küresel yüzey alanını iki eş parçaya 
böler, yani 
2
2ef π=  olur. 
 




















= = Λ +Λ











Λ +Λ = Λ +Λ 2E      (5.40) 
bulunur. 
 
Bu denklemin reel ve dual kısımları hesaplanırsa 1, ,X XA A X E  ve  
doğrularının oluşturduğu regle yüzeylerin açılım açısı ve açılım uzunluğu arasında 




1 1 3 3
2 2 2 2
x
x x
a x e e
a a x x e e e eL L L L
λ λ λ λ
λ λ λ λ
+ = +
+ = +
   (5.41) 
 




















Teorem 4.7 bu eşitliklere uygulanarak 
 
3 1 31 2 3
2 2, ,
E E EE E EA A A 1E















Böylece aşağıdaki teorem verilebilir. 
 
Teorem 5.7. 'K K  1-parametreli hareketinde (5.42) ve (5.44) denklemleri Blaschke 
çatısının doğrularının oluşturduğu kapalı regle yüzeylerin integral invaryantları ile 
Blaschke çatısının alan vektörlerinin oluşturduğu regle yüzeylerin integral 
invaryantları benzerdir. 
 
'K K  hareketinde herhangi farklı iki X Y≠  sabit noktaları için X  doğrusu  
küresi üzerinde kapalı bir 
'K
( )X  eğrisi çizerken, yöndeş X H∈  doğrusu  
küresinde kapalı bir regle yüzey oluşturacaktır. O halde, 
'H
2  denkleminden 
dolayı 
,xe xa eσ =























= −Λ +Λ Δ
∑
    (5.45) 
 
olur. Burada *δ εδΔ = + , X  ve Y  dual birim vektörleri arasındaki dual açıdır.  
 
(5.45) ifadesindeki , ,X Y∑ ( ) ( )X Y≠
,X Y∑
 kapalı regle yüzeylerinin dual açılım açısına 
göre verilir, bu nedenle  yüzeyin bir invaryantıdır. Ayrıca (5.45) 
denkleminden 
 




















= −Λ +Λ Δ
,    (5.46) 
elde edilir. 
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⎨





     
 






















     
 69
0
X X= −Λ +Λ
=




Benzer şekilde, hareketin Steiner vektörü doğrultusunda ( )X  eğrisinin izdüşüm alanı 
 






























   (5.49) 
 
ır. 
yrıca  eksenlerinin doğrultusunda Blaschke çatısının 
d
 
jE iEA  eksenlerinin izdüşüm 
şa
 
alanları a ğıdaki gibi bulunur: 
( )*2 2
,
i j i j i j
i



























   (5.50) 
 
















'K K  1-parametreli dual küresel hareketinde 
 
( ) { }1, ' ,C X X E sabit X K= = ∈     (5.52) 
 
'K  küresi üzerinde dual bir eğri olsun. Bu nedenle, X  dual birim vektörü 
 
1 2cos ' sin cos ' sin sin '3X E E= Θ + Θ Φ + Θ ΦE   (5.53) 
 
olarak yazılabilir. Burada 
 
*θ εθΘ = +  ve *ϕ εϕΦ = +  
dual açılardır, 
 




Bu nedenle, (5.53) denkleminin ϕ  ve *ϕ  olmak üzere sadece iki reel parametresi 
vardır. , h 'H H  hareketinin açılımını ve ϕ  hareketin parametresini göstermek 
üzere * hϕ ϕ=  alınırsa, (5.53) denklemi  uzayında bir regle yüzey ifade eder. 'H
Böylece, ( )X X ϕ=  regle yüzeyinin Blaschke çatısı 
 






ϕ = = − Φ Φ
i
i )       
 




(5.30) ve (5.34) denklemleri göz 
 




Sonuç olarak, (5.38) denkleminden dual Steiner vektörü 
 













2 1 cosEA hπ ε= − + ΘE        
 
( )( )2 12 1 cos sinEA h Eπ ε= − + Θ + Θ 3E      (5.57) 
 
olarak elde edilir. 
 
















2 1 , 0
E EA
hπ εΛ = Λ = + Λ =E       (5.58) 
 
ifadeleri karşılık gelir. 
 
Son olarak izdüşüm alanları 
 
( )
1 2 3 2 2 1 3 1
0, 1 cosE E E E E E E E hπ ε= = = = − +∑ ∑ ∑ ∑ Θ    
 
( )
1 3 2 3
1 sinE E E E hπ ε= = − +∑ ∑ Θ       (5.59) 
 






'K K  1-parametreli dual küresel hareketinde 
 
( ) { }1, ' ,C X X E sabit X K= = ∈     (5.60) 
 
'K  küresi üzerinde dual bir eğri olsun. Bu nedenle, X  dual birim vektörü 
 
1 2sin ' cos cos ' cos sin '3X E E= Θ + Θ Φ + Θ ΦE   (5.61) 
 
olarak yazılabilir. Burada 
 








Bu nedenle, (5.61) denkleminin ϕ  ve *ϕ  olmak üzere sadece iki reel parametresi 
vardır. , h 'H H  hareketinin açılımını ve ϕ  hareketin parametresini göstermek 
üzere * hϕ ϕ=  alınırsa, (5.61) denklemi  uzayında bir regle yüzey ifade eder. 'H
Böylece, ( )X X ϕ=  regle yüzeyinin Blaschke çatısı 
 
                         ( ) (1 sin ,cos cos ,cos sinE ϕ = Θ Θ Φ Θ Φ)      
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ϕ = = − Φ Φ
i
i )       




(5.30) ve (5.34) denklemleri göz önüne alınırsa 
 




Sonuç olarak, (5.38) denklemlerinden dual Steiner vektörü 
 












2 1 sinEA hπ ε= − + ΘE        
 
( )( )2 12 1 sin cosEA h Eπ ε= − + Θ + Θ 3E      (5.65) 
 
olarak elde edilir. 
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2 1 , 0
E EA
hπ εΛ = Λ = + Λ =E       (5.66) 
 
ifadeleri karşılık gelir. 
 
Son olarak izdüşüm alanları 
 
( )
1 2 1 2 2 1 3 1
0, 1 sinE E E E E E E E hπ ε= = = = − +∑ ∑ ∑ ∑ Θ    
 
( )
1 3 2 3
1 cosE E E E hπ ε= = − +∑ ∑ Θ       (5.67) 
 





BÖLÜM 6. SONUÇ VE ÖNERİLER 
 
 
Bu çalışmada, 1-parametreli kapalı dual küresel hareketler ele alındı. Hareketin dual 
Pfaff vektörü, dual Steiner vektörü ve dual pol noktaları tanımlandı. Φ  dual açılım 
açısının  diferensiyel değişimleri hareketin 1-formları cinsinden hesaplandı. Bir 
kapalı regle yüzeyin dual integral invaryantı olan dual açılım açısı ele alındı. 
Hareketli bir sisteme bağlı birim dual vektörün çizdiği kapalı regle yüzeyin dual 
açılım açısının, dual Steiner vektörü ile ilişkisi irdelendi. Kapalı regle yüzeyin reel 
integral invaryantları sayesinde dual açılım açısının, kapalı regle yüzeyin dual 
integral invaryant olduğu incelendi. 
dΦ
 
Ayrıca, düzlemsel hareketler için iyi bilinen Holditch Teoremi 1-parametreli kapalı 
dual küresel hareketler ele alınarak genelleştirildi.  sabit birim dual küresi 
üzerinde diferensiyellenebilir bir 
'K
( )X  kapalı dual eğrisi alınarak,  hareketli dual 
küresinin büyük bir dairesi üzerinde 
K
sabitΦ =  uzunluklu 1 1E E  dual yay parçasının, 
1E  ve 1E  uç noktaları ( )X  kapalı dual eğrisi üzerinde hareket ettirildi. Böylece bir 
'  1-parametreli kapalı dual küresel hareket tanımlandı. Bu dual küresel 
harekette sırasıyla, 
K K
( ) , 1X E  ve 1E  dual noktalarının çizdikleri kapalı regle 
yüzeylerin dual açılım açıları hesaplandı. ( )X X t=  ve (1 )1E E t=  kapalı regle 
yüzeylerinin dual açılım açıları arasında bir oran belirlendi. Bu oranın,  sabit 
birim dual küresi üzerindeki 
'K
( )X  eğrisinden bağımsız, sadece 1 1E E  dual yay parçası 
üzerindeki X  dual noktasının seçimine bağlı olduğuna değinildi. Böylece düzlemsel 




Diğer taraftan, kapalı dual küresel eğrilerin dual alan vektörü tanımlandı. Bu dual 
alan vektörü ile sırasıyla, dual açılım açısı ve dual Steiner vektörü arasındaki bağıntı 
elde edildi. 1-parametreli kapalı dual küresel hareketin dual pol eğrisinin dual alan 
vektörünün sıfır vektörü olduğu gösterildi. Hareketin, sırasıyla, dual pol vektörünün 
ve dual Steiner vektörünün oluşturduğu regle yüzeylerin dual açılım açıları ele alındı. 
PΛ  ve  dual açılım uzunlukları ve hareketin dual Steiner vektörünün normu 
arasındaki bağıntı bulundu. 
SΛ
'K K  1-parametreli hareketinde dual Steiner vektörü ile 
bir X  dual birim vektörü ve bu vektörün XA  dual alan vektörü arasındaki açıların 
tümler olduğu gösterildi. 
 
Öte yandan, Blaschke çatısının 1-parametreli kapalı dual küresel hareketi ele alındı. 
Bu hareketin Steiner vektörü tanımlandı. Blaschke çatısının 1E  ve  doğrularının 
ve 
3E
X XA A  alan vektörünün oluşturduğu regle yüzeylerin dual açılım açıları 
arasındaki bağıntı ele alındı. 'K K  1-parametreli kapalı dual küresel hareketinde 
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